Lie-groepen, natuurkunde en meetkunde
Een inleiding voor natuurkundigen, technici en scheikundigen

Dit boek behandelt veel van de belangrijke aspecten van de theorie van Lie-groepen, op
een ‘al doende leert men’-manier. Het boek concentreert zich niet zozeer op stellingen en
bewijzen, maar legt het verband tssen Lie-groepen en vele vakgebieden van de wiskunde
en de natwurkunde, en illustreert deze met concrete berekeningen. Het hele boek door wor-
den er tal van voorbeelden van Lie-groepen en Lie-algebra's gegeven, met toepassingen
van het materiaal op de natuwurwetenschappen en de toegepaste wiskunde, Het verband
tussen de theorie van Lie-groepen en algoritmen voor het oplossen van gewone differen-
tiaalvergelijkingen wordt behandeld en er wordt een analogie gelegd met het verband tus-
sen Galois-groepen en algoritmen voor het oplossen van polynoomvergelijkingen. Andere
hoofdstukken zijn gewijd aan differentiaalmeetkunde, relativiteitstheorie, elektrodynamica
en het waterstofatoom,

Elk hooldstuk wordt afgesloten met een reeks vraagstukken, zodat lezers hun inzicht in
de materie kunnen testen, Dit is een fascinerende inleiding in Lie-groepen voor bachelor- en
mastersiudenten in de natwurkunde, wiskunde en elektrotechniek, evenals voor onderzoekers
in deze disciplines.

Rosert Giumore is hoogleraar aan de faculteit natuurkunde van Drexel University, Phila-
delphia. Hij is een Fellow van de American Physical Society, en lid van de Standing Com-
mittee voor de International Colloguium on Group Theoretical Methods in Physics. Zijn
onderzoeksgebieden zijn onder meer groepentheorie, catastrofetheorie, atoom- en kernfy-
sica, singulariteitstheone en chaostheorie.
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1 Inleiding

Lie groepst meflen sarvaakelijh pottitodusoted dls den Sukiel voos bl oot of vehrefroudspes
van grwohe £ paridhe difernbaltpeligingen. Mt maode! vood dede oty was het gebruli
slior Ciadols wan gl mslige grospsn bij Bwe oplossgr van o e by werpek stgee v de teends, derde
o0 vidtde granl. 48 bl et paedonen dal e alpemens polySoosoripeigloag a8 o praad proiet das
vier nigt et Fadicalen kon wonder opgeloss. [n &t Boofduik laes e mem bor de structuur var de
witnlige ghwp die eeh tawese - derde of sieflnitach et koo Svarest last. kas wobden prbruik:
am een pplmsiagsalgoeitme voor die vergelijhng op e sellen

1.1 Het programma van Lie

Murbus Sophus Lie { 1842- ITH9) legde de basis voor ¢en programena dal. rells na cen eeuw
viln nctief ordersoek, pog sleeds niet s sfperond. [ programms proboert de mackhl van
het insirement dat groepentheorse wondt gencemsd. & beneites voor bt oplossen. of in elk
peval vereenvoudigen, van gewone differenbaalverge lijiuagen.

Eerder in de negentiende eeuw had Evariste Galois (1811- 1880 grocpestheorie pebraiki
vourf hel oplossen van algebraische (polyeoom) vergelguages vaa de twonde. dende en
vierde grasd. Hij deesd selfs nog meer. Hij slaagde enn te bewigaen dat o voor Jde alpemene
vergeliphing van vijide (of bogere) graad peen oplosaing ia poalolen vorm e consireeren
wiks, 0ls witslwitend de vier standsard relenhendige brwerkonges (<. -, . +) en bel nemen
vilnl de m-de machisworte| uit een complen getal wenden gebramit

Lie imitieerde tipgn programima op basis van analogie. Ab o aadipe grocpen nodig waren
it ubl te maken of polymoomvergelphingen van cindige prasd oplosbasr waren, dan fou-
den ‘oreindipe groepen’ (dowe. groepen die continy van & of meer medle of compleac
virsabelen afbangen) vermoedelik cen ol spelen bi de bohandelhag van powont en parid e
diflerentisalvergelijkingen. Bovendien wist Lie dal de structuur vaa de smvanantbegroep
(Cralols-groep] van het polypoom mket slleen bepaalde of de vespelghimg 1n pesboten vorm
oplosbasr was, masr tevens hel algoritme levende om abs de verpeiphing oploshaar was, de
oplossing te construeren. Hierdoor bedachi by dail de strectusr van & svanianbiegroep van
een pewone differentisalvergelijking sou bepalen of de verpelnpkong 4l dan hct pou kisnnens
worden opgelost of vereenvoudigd en mo ja. of de siructeur vas de grocp ook het alporiisne
sivtl leveren om de oplossing ol vercemvouliging € leviren

Lie begon dus aan het progrumena van bet berekenen van de srvananlscgroep van gowone
diflerentisal vergelijkingen. Ook begen hij met het bestiadenen vas o poesteskinderen, dic
we legerwoondig Lie-groepen noemen,

Lie-groepen ripn er in twee basbovaridiesten: enhelvoudsge ca oplosbanse groepen. Enkel-
vousige groepen hebben de clgerschap dat e onder commutabe repescreren.  Oplosbare



I Inderding

groepen doen dal niel, en bevalten een keten van ondergroepen, dawe elk een ivananie on-
dergroep 2ijn vin hun voorganger,

Enkelvoudige en oploshure groepen sijn de bowwsiersn vour alle sndere Lie groepen.
Halfenkelwralige Lie groepen zijn directe producien van enkelvoudige Lie proepen. Niet-
hallenkelvralipe Lie-groepen zign semadinecte prodhacten van halfenke voudige of enkel
vilige Lie-groepen met invasianie codergroepens Jde oplosbasr mjn

Het is miet verrasserd dut er een verband i tissen oplebare L groepen on Je snlegroer-
haarheid, of althans Jde vereermvoudigeng, van gewons Sfoentiaalverpelijuingen Maar en-
ke lvorahpe Lie-groepen pijn aan sirikiene beperbmgpen onderhevig. on vormen op sich gen
dermate sehitberend studbeonderwerp dal veel vas de snpansagen van wishusdigen o de
nfgelopen eeuw gertchl waren op de clussaficatie on de volledipe catabogisering van alle en-
ke lvoraihpe Lie-groepen en de behande ling van hus cyperachappen. ells nu s o1 nog peen
villledlige vlassilcabe van oplsbare Lie- groepen on derhalve ook siet van naet-hallenke)
vouslige Lie-groepen,

Fowel enkelvoudige als oploabare Lx-procpes spelen oon belanprybe rol m de studie
vitll dlifTerentinalvergelijhingen. foals 0 het geval vas Galos vas polyscomvergelijiin-

gen kunnen differentaalverge jiengen opgelost of vwereemvoadipd worden dooe kwadratuur
uls hun ivasianbegroep oplosbaar s, Amderzipds rps de meeste Ulassioke Tuncties uit de

mathemubsche Tysica matriaelemenien van enkelvosdge Lie procpen. inn bet bjronder ma-
trixrepresentaiies. Er is oen soer rijh verband tusses Lae-grocpes on speciale Tuncties dat
g sleedds in omtwikkeling b

1.2 Een resultaat van Galois

In |HM) ontwikkelde Cialoks msethaoden waarmes wnkundpes srages bonden oplossen wast

¢ bel antwoord 2000 jaar of langer op schaldig badden mocten Biven. Tol depe vragen
behoorden de dee beroemde problemen van de oade Crelse landenoctiundigen: of het

moge ik was om met uabsluiend een linkal en ecn pasaer

o gen cirkel e kwadmseren,
s gen hoek in drieén te delen,

o gen kubus te verdubbelen.

Zin werk haelp By het oplossen van lang bestaande verpelphimpen van alpebraische aand.
af het mogelijh was om, witshatend met rehenksndipe Srwcrmgpon pecombinecrd st de
bewerking soor bel vinden van radscalen, oplosssagen voor

o derdegraadsvergelskingen.
o wiendegrasdsvergeli kingen,

& vijlbegrandsvergelijkingen.
be vinden, i gebbed van de wiskiunde, tegenwoosdip Calon-theorse penocmsd. leven pog
sleeds krachiige meuwe resultaten op. soals het kevenes van anstwoorden en oplssingen op
de volgende vragen.
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Figuat & 1. Sirscbine van Je regealbere repreaeniaie o vers b Dmde nvpen [oe dgebra’s

Yoorbeald De Lbe-algebra ol p. ) bestaal uit mabnces van de vorm

|
|
z

Dithseenn=nm(n = p+ g mathiaalgebra die ¥ = pg-Gmenwonsal 5. De onalhanke-
Hyke vrijlbeidgraden ehjn de & onalkankeljhe matnaclemwnten van de p » g-matria A De
m = m-mattices commubeten alle onder mairavermengpvakdeng. De grocpsbewerking is
equavabent mei de opteiling van de p = g-matrices. De regubere representatse bestaat wit
N o= N-matrboes, die alle N nul syn.

2. i) Strikt bovendriehoeks In dit geval i de Lac-alpebea nalpotent,

Voorbeeld We beschouwen de Lic-algebra oppespansen door de folonoperatoren o, o |
en f = [a,a | of de bomorfe 3 = 3-matrixalgebes (5.11). De regaliere represcntatic & een
3 = 3-mairix

e
& 8.4

0 0

Replla+ ra + 81 = [ﬂ a —rI
I

3. sol(n) Bovendriehoeks In din peval komen er op ea bovea de dagonaal maet-nale lementen
voof. De algebra is oploshaar.

Yoorbeeld Et-:l?hnwdnﬂﬁl'ml—l-, crealst- £ afni-
hilabeoperalonen o en o, en bun commutitor [ = [ea | 5 somor met de alpebra die

128



12 Riemannse symmetrische ruimten

Hij de classificatie wan de redle vormen wan de enkelvoidige | alpehes’s inamen we declrsimies
e en ip legen wakrep het Cartaen- Killing inpeoduct negatiel -defimes was (iei, of pesstiel -de“miet [p)
In hewde pesnllen exponentedeen dede decirumies tob algebrabcke vafiedens sasop de iSvaee
melriek g, posstiel den wel negatie! definiet s

Yarsseiien met éen definicte meiriek sije Riemarese nemies Denr russtes fon ool gplobaal syen-
metrisch is de ein dat slle punten e hetreilde vitser - cmdal ¢ pusl = de memie EXIP e ) of EXP{in)
het beeld is van de aorsprong ander een of andere Froepaseserunge 13 St boofdstak gaan we kor i3

ap de cigenschappen van dede Riemannse glotaal symewetoss b ramten.

12.1 Kort overzicht

Bi de behandeling van de groep SL[ 2L R) A we drie svmeetrnche namilen egenpeio-
men. Dat waren de compacte 57 ~ SU{Z)/U(1). en zijn duale A, = SL{2:R)/50(2) =
SEAL 1)U (1), die het bovenste blad vormt van de teocblaiee byperboloide. Tussen’
deze twee ruamben komt MY = SL{2: R)/SO(1,1), de enkelbladge bvperboloide voor. Dese
rudmmten zjn weergegeven m g 12.1.

Het Cartan- Killing inproduct in de lineasre vectordecinmmie ss(l) - (1) s nepatie!-
defiiel. Dal wondt onder de EXPonentafle lanctbe algebockd op de Cartas- Killing- metrek
op de mlmie SE{2)/L(1) = 5%, de bol. Op 5° is de Cantas Killing-metrick nepatief-
definiel. We kunnen dil nel 20 goad positeel-definset nemen. Omder dese metnck paan de
bl over in een Raemanise varsbbal omsdat pe cen metrbek bocft waames afvanden kunnen

worde pemelen,

Het Cartan-Killing inproduct op se(l.1) - a(l) = si{R) - sa{1) & posithel-definmet
Het beeldt een positiel-definbete metrsek af op B, = SETL1)/5042). Het bovenste blad
war e Dweehladige hyperboloide 1 wpologsch equmaient met de vlakke unrte B o
meetkundig miet: hel heell oo iminnseeie krommmng da Lan sosden berekend via Byn
Cartain- Killing-imetriek en de daarvan algelende krommmgiemos

Hel inleressantsie aan deze rusmiben 1 de enkeblxbpe bvperboloide | . Dere words ver-
krepen door exponenbéren van M. Het Cartan- Killing mprodect 18 de incaite veclormuamile
Is indefindel. Dwus 1s de Caman-Killing-metrek op de topologsche rammle EXP{sei(1.1) -
so 1, 1)) =501, 1), 80 1. 1) imlefinoet. De rutmte 15 oen peendo- Remuanses vanttal. Bo-
vendien s pe meervoudig samenhangend.

12.2 Globaal symmetrische ruimten

e drie gevallen voor A wl de vorige paragraal dbemen abs mode] voor de bescliripvang van
alle arslere Ricmanme symimersche rasmien. Voor oon compecte eokehosdipe Lic-algetsa
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